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zu AB 1

Der Radius der abgebildeten Kreise um die Eckpunkte des Quadrats bzw. regelmäßigen Fünfecks ist gleich:

· der Seitenlänge

· der halben Seitenlänge

· der halben Länge einer Diagonalen

· der Seitenlänge

zu AB 2
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An der Abbildung ist abzulesen, wie Tangenten an zwei Kreise mit den Radien r1 und r2 konstruiert werden. Der Radius des Hilfskreises links ist r1 – r2. An der Figur kann man nach Strahlensatz folgende Beziehung ablesen:

AB : AC’ = (r1 – r2) : r1

Hieraus ergibt sich:  
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Damit kennen wir den Faktor, um den die Strecke AB verlängert werden muss, um vom Punkt A aus zum Punkt C’ zu gelangen. Analog sind die Faktoren zu bestimmen, um die man die Strecken AC bzw. BC verlängern muss.
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Wir betrachten die Monge-Figur mit den drei Kreisen mit den Radien r1 > r2 > r3 und den Mittelpunkten A, B und C sowie den Tangenten-Schnittpunkten C’, B’ und A’. Wir bestimmen die Gerade durch C’ und B’ und zeigen, dass A’ auf dieser Geraden liegt.

Die Gerade durch C’ und B’ lässt sich wie folgt darstellen (die Vektorpfeile sind aus techni​schen Gründen weggelassen worden):


[image: image4.wmf]÷

ø

ö

ç

è

æ

×

-

-

×

-

×

+

×

-

=

-

×

+

=

AB

r

r

r

AC

r

r

r

AB

r

r

r

AC

AB

AC

x

2

1

1

3

1

1

2

1

1

)

'

'

(

'

l

l


Die Gerade durch B und C ist gegeben durch
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Für den gemeinsamen Punkt beider Geraden gilt:
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Wegen der linearen Unabhängigkeit von AB und AC folgt, dass die beiden Klammern gleich null sein müssen, woraus sich ergibt: 
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 und hieraus durch Einsetzen in die andere Bedingung (nach Umformung):
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  ergibt, 

woraus sich wiederum für  die folgende Darstellung ergibt: 
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Einsetzen in die Parameterdarstellung der Geraden durch B und C ergibt:
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als Darstellung des Schnittpunktes der beiden Geraden.

Aus der Beschreibung   
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 ergibt sich andererseits:
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die gleiche Darstellung wie oben.
zu AB 3

Bezeichnet man die Radien der drei Kreise um die Eckpunkte A, B und C mit r1, r2 und r3, dann gilt für die Seitenlängen das Gleichungssystem

r1 
+ r2 

= 
c

r1 

+ r3 
= 
b

   r2 
+ r3 
= 
a

Löst man dieses Gleichungssystem nach den Radien auf, dann ergibt sich 

r1 = ½ ∙ (b + c – a)

r2 = ½ ∙ (c + a – b)

r3 = ½ ∙ (a + b – c)

Damit diese Radien ganzzahlig sind, müssen die drei Summen 

a + b – c 
und 
c + a – b 
sowie 
b + c – a

durch 2 teilbar sein. Dies ist der Fall, wenn

· a, b, c gerade Zahlen oder 

· a gerade und b, c ungerade Zahlen oder

· b gerade und a, c ungerade Zahlen oder

· c gerade und a, b ungerade Zahlen 

sind. Wenn zwei der drei Zahlen gerade und die dritte ungerade bzw. alle drei Zahlen ungerade sind, ergibt sich jeweils eine ungerade Summe, die nach Division durch 2 keinen ganzzahligen Wert ergibt.

Es ist auch nicht möglich, dass die Längen von a, b, c nicht ganzzahlig sind. Angenommen die Zahlen a, b, c lassen sich schreiben als z1+d1, z2+d2 bzw. z3 + d3, wobei die zi der ganzzahlige Anteil und di die Dezimalstellen hinter dem Komma sind. Dann muss gleichzeitig gelten:

(1a) d1 + d2 – d3 = 0 und  z1 + z2 – z3 gerade 

oder

(1b) d1 + d2 – d3 = 1 und  z1 + z2 – z3 ungerade 

(2a) d3 + d1 – d2 = 0 und  z3 + z1 – z2 gerade  
 
oder   

(2b) d3 + d1 – d2 = 1 und  z3 + z1 – z2 ungerade 

(3a) d2 + d3 – d1 = 0 und  z2 + z3 – z1 gerade  

oder   

(3b) d2 + d3 – d1 = 1 und  z2 + z3 – z1 ungerade 

Aus  (1a) d1 + d2 – d3 = 0 und (2a) d3 + d1 – d2 = 0  folgt nach Addition:  d1 = 0 im Widerspruch zum Ansatz. Analog ergeben sich Widersprüche aus den jeweils ersten Bedingungen (1a) und (3a) d2 = 0 bzw. (2a) und (3a) d3 = 0 

Aus  (1b) d1 + d2 – d3 = 1 und (2a) d3 + d1 – d2 = 0  folgt nach Addition: d1 = 0,5 und 2∙z1 ungerade, was nicht sein kann. Analog ergeben sich Widersprüche aus der Kombination der übrigen Bedingungen.

Aus  (1b) d1 + d2 – d3 = 1 und (2b) d3 + d1 – d2 = 1  folgt nach Addition: d1 = 1, was für einen Dezimalanteil nicht sein kann. Analog ergeben sich Widersprüche aus der Kombination der übrigen zweiten Bedingungen.

Somit gibt es keine andere als die eingerahmten Bedingungen, damit die Radien ganzzahlig sind.

zu AB 4
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(a)

Der Mittelpunkt des großen Kreises werde mit M bezeichnet, sein Radius ist 
r = 10 cm.

Die Mittelpunkte der drei einbeschriebenen Kreise bilden das Dreieck ABC; die Radien der drei Kreise um A, B, C werden mit r1, r2, r3 bezeichnet, der Winkel <) (CAM) mit .

Durch zweifache Anwendung des Kosinus-Satzes z. B. in den Dreiecken AMC und ABC erhält man eine Beziehung zwischen den Radien:
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In beiden Gleichungen kommt der Term  
[image: image15.wmf]a

cos

2

×

×

AC

 

vor. Wir lösen die beiden Gleichungen nach diesem Term auf und setzen die Terme gleich und erhalten:
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Wir verwenden die Bezeichnungen von oben: 

AM = r - r1 ; AC = r1 + r3 ; MC = r - r3 ; AB = r und BC = r - r1 + r3   

und erhalten:

r  [ (r - r1)2 + (r1 + r3)2 - (r - r3)2 ] = (r - r1)  [ r2 + (r1 + r3)2 - (r - r1 + r3)2 ]

Durch Umformung ergibt sich schließlich hieraus:
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Beispiele: 

Im Falle r1 = 0,5  r (d. h. zwei gleich große Kreise im großen Kreis) ist der Radius der beiden ergänzbaren Kreise gleich  r3 = 1/3  r  

Im Falle r1 = 2/3  r (d. h. der linke eingefügte Kreis hat einen doppelt so großen Radius wie der rechte Kreis) ist der Radius der beiden ergänzbaren Kreise gleich  r3 = 2/7  r  

(b)
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Bezeichnet man die Radien der grau unterlegten Kreise von links nach rechts mit r1, r2, r3, dann gelten die folgenden Gleichungen:

r1 
+ 
r2 


= a

r2 
+ 
r3 
= b

r1 


+ 
r3 
= c

Lösung dieses Gleichungssystems ist:

r1 = ½ ∙ (c + a – b)

r2 = ½ ∙ (b + a – c)

r3 = ½ ∙ (c + b – a)

(1) 
Wenn die Fläche des linken grau unterlegten Kreises genauso groß ist wie die Flächen der beiden rechten grau unterlegten Kreise zusammen, muss also gelten:

r1² = r2² + r3²
d. h.  (c + a – b)² = (b + a – c)² + (c + b – a)²

also: 
c²+a²+b²+2ac–2bc–2ab = c²+a²+b²+2ab–2bc–2ac+c²+a²+b²+2bc–2ab–2ac

oder:

c² + a² + b² + 2ab + 2bc – 6ac = 0

Für konkrete Werte von a und b ergibt sich hieraus eine quadratische Gleichung für c.

c² + 2 ∙ (b–3a) ∙ c + (b–3a)² = (b–3a)² – a² – b² – 2ab

(c – (b–3a) )²
= 
b² – 6ab + 9a² – a² – b² – 2ab

(c – (b–3a) )²
= 
8a ∙ (a – b)

c = 
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[die zweite Lösung ergibt negative Werte für den Radius] 

	 
	b=1
	b=2
	b=3
	b=4
	b=5
	b=6
	b=7
	b=8
	b=9
	b=10
	b=11
	b=12

	a=1
	2
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	a=2
	1
	4
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	a=3
	1,07
	2,10
	6
	
	
	
	
	
	
	
	
	

	a=4
	1,20
	2
	3,34
	8
	
	
	
	
	
	
	
	

	a=5
	1,35
	2,05
	3,06
	4,68
	10
	
	
	
	
	
	
	

	a=6
	1,51
	2,14
	3
	4,20
	6,07
	12
	
	
	
	
	
	

	a=7
	1,67
	2,27
	3,03
	4,04
	5,42
	7,52
	14
	
	
	
	
	

	a=8
	1,83
	2,40
	3,11
	4
	5,14
	6,69
	9
	16
	
	
	
	

	a=9
	2
	2,55
	3,22
	4,03
	5,03
	6,30
	8
	10,51
	18
	
	
	

	a=10
	2,17
	2,70
	3,34
	4,09
	5
	6,11
	7,51
	9,35
	12,06
	20
	
	

	a=11
	2,34
	2,86
	3,47
	4,18
	5,02
	6,02
	7,24
	8,75
	10,73
	13,62
	22
	

	a=12
	2,50
	3,02
	3,61
	4,29
	5,08
	6
	7,09
	8,40
	10,03
	12,14
	15,20
	24


(2) 
Wenn die Flächen der drei grau unterlegten Kreise von links nach rechts im Verhältnis  4 : 2 : 1  stehen, dann ergeben sich die Bedingungen:


r1² = 2 ∙ r2²     und 
r2² = 2 ∙ r3²  

also:

(c + a – b)² = 2 ∙ (b + a – c)²  und   (b + a – c)²  = 2 ∙ (c + b – a)²

a²+b²+c²+2ac–2ab–2bc = 2a²+2b²+2c²+4ab–4ac–4bc 
und 

a²+b²+c²+2ab–2ac–2bc = 2a²+2b²+2c²+4bc–4ab–4ac 

d. h. 
a²+b²+c²+6ab–6ac–2bc = 0   

und   
a²+b²+c²–6ab–2ac+6bc = 0

Durch Subtraktion erhält man: 12ab – 4ac – 8bc = 0, 
also: 
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	b=1
	b=2
	b=3
	b=4
	b=5
	b=6
	b=7
	b=8
	b=9
	b=10
	b=11
	b=12

	a=1
	1
	1,20
	1,29
	1,33
	1,36
	1,38
	1,40
	1,41
	1,42
	1,43
	1,43
	1,44

	a=2
	1,50
	2
	2,25
	2,40
	2,50
	2,57
	2,63
	2,67
	2,70
	2,73
	2,75
	2,77

	a=3
	1,80
	2,57
	3
	3,27
	3,46
	3,60
	3,71
	3,79
	3,86
	3,91
	3,96
	4

	a=4
	2
	3
	3,60
	4
	4,29
	4,50
	4,67
	4,80
	4,91
	5
	5,08
	5,14

	a=5
	2,14
	3,33
	4,09
	4,62
	5
	5,29
	5,53
	5,71
	5,87
	6
	6,11
	6,21

	a=6
	2,25
	3,60
	4,50
	5,14
	5,63
	6
	6,30
	6,55
	6,75
	6,92
	7,07
	7,20

	a=7
	2,33
	3,82
	4,85
	5,60
	6,18
	6,63
	7
	7,30
	7,56
	7,78
	7,97
	8,13

	a=8
	2,40
	4
	5,14
	6
	6,67
	7,20
	7,64
	8
	8,31
	8,57
	8,80
	9

	a=9
	2,45
	4,15
	5,40
	6,35
	7,11
	7,71
	8,22
	8,64
	9
	9,31
	9,58
	9,82

	a=10
	2,50
	4,29
	5,63
	6,67
	7,50
	8,18
	8,75
	9,23
	9,64
	10
	10,31
	10,59

	a=11
	2,54
	4,40
	5,82
	6,95
	7,86
	8,61
	9,24
	9,78
	10,24
	10,65
	11
	11,31

	a=12
	2,57
	4,50
	6
	7,20
	8,18
	9
	9,69
	10,29
	10,80
	11,25
	11,65
	12


(3) 
Wenn die Fläche des mittleren grau unterlegten Kreises genauso groß ist wie die Flächen der beiden äußeren grau unterlegten Kreise zusammen, dann gelten die Bedingungen:

r2² = r1² + r3²
d. h.  (b+ a – c)² = (c + a – b)² + (c + b – a)²

also: 

c²+a²+b²+2ab–2ac–2bc = c²+a²+b²+2ac–2ab–2bc+c²+a²+b²+2bc–2ab–2ac

oder:

c² + a² + b² – 6ab + 2bc + 2ac = 0

Für konkrete Werte von a und b ergibt sich hieraus eine quadratische Gleichung für c.

c² + 2 ∙ (a+b) ∙ c + (a+b)² = (a+b)² – a² – b² + 6ab


c = 
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	b=1
	b=2
	b=3
	b=4
	b=5
	b=6
	b=7
	b=8
	b=9
	b=10
	b=11
	b=12

	a=1
	0,83
	1
	0,90
	0,66
	0,32
	-0,07
	-0,52
	-1,00
	-1,51
	-2,06
	-2,62
	-3,20

	a=2
	1
	1,66
	1,93
	2
	1,94
	1,80
	1,58
	1,31
	1
	0,65
	0,27
	-0,14

	a=3
	0,90
	1,93
	2,49
	2,80
	2,95
	3
	2,96
	2,86
	2,70
	2,49
	2,25
	1,97

	a=4
	0,66
	2
	2,80
	3,31
	3,65
	3,86
	3,97
	4
	3,97
	3,89
	3,76
	3,60

	a=5
	0,32
	1,94
	2,95
	3,65
	4,14
	4,49
	4,73
	4,89
	4,97
	5
	4,98
	4,91

	a=6
	-0,07
	1,80
	3
	3,86
	4,49
	4,97
	5,33
	5,60
	5,78
	5,91
	5,98
	6

	a=7
	-0,52
	1,58
	2,96
	3,97
	4,73
	5,33
	5,80
	6,17
	6,45
	6,66
	6,82
	6,92

	a=8
	-1,00
	1,31
	2,86
	4
	4,89
	5,60
	6,17
	6,63
	7
	7,30
	7,53
	7,71

	a=9
	-1,51
	1
	2,70
	3,97
	4,97
	5,78
	6,45
	7
	7,46
	7,83
	8,14
	8,39

	a=10
	-2,06
	0,65
	2,49
	3,89
	5
	5,91
	6,66
	7,30
	7,83
	8,28
	8,66
	8,98

	a=11
	-2,62
	0,27
	2,25
	3,76
	4,98
	5,98
	6,82
	7,53
	8,14
	8,66
	9,11
	9,50

	a=12
	-3,20
	-0,14
	1,97
	3,60
	4,91
	6
	6,92
	7,71
	8,39
	8,98
	9,50
	9,94


(4)
Wenn die Fläche des mittleren grau unterlegten Kreises doppelt so groß ist wie die Flächen der beiden äußeren grau unterlegten Kreise zusammen, dann gilt:

r2² = 2 ∙ (r1² + r3²)
d. h.  (b+ a – c)² = 2 ∙ (c + a – b)² + 2 ∙ (c + b – a)²

also: 

c²+a²+b²+2ab–2ac–2bc = 2c²+2a²+2b²+4ac–4ab–4bc+2c²+2a²+2b²+4bc–4ab–4ac

oder:

3c² + 3a² + 3b² – 10ab + 2bc + 2ac = 0

Für konkrete Werte von a und b ergibt sich hieraus eine quadratische Gleichung für c.

c² + 2 ∙ 1/3 ∙ (a+b) ∙ c + 1/9 ∙ (a+b)² = 1/9 ∙ (a+b)² – a² – b² + 10/3 ∙ ab


c = 
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	b=1
	b=2
	b=3
	b=4
	b=5
	b=6
	b=7
	b=8
	b=9
	b=10
	b=11
	b=12

	a=1
	0,67
	0,63
	0
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 
	 

	a=2
	0,63
	1,33
	1,46
	1,27
	0,79
	0
	-1,37
	 
	 
	 
	 
	 

	a=3
	0
	1,46
	2
	2,19
	2,14
	1,90
	1,47
	0,85
	0
	-1,21
	-3,33
	 

	a=4
	 
	1,27
	2,19
	2,67
	2,89
	2,92
	2,80
	2,53
	2,13
	1,59
	0,89
	0

	a=5
	 
	0,79
	2,14
	2,89
	3,33
	3,58
	3,66
	3,61
	3,44
	3,16
	2,78
	2,28

	a=6
	 
	0
	1,90
	2,92
	3,58
	4
	4,26
	4,38
	4,38
	4,28
	4,09
	3,80

	a=7
	 
	-1,37
	1,47
	2,80
	3,66
	4,26
	4,67
	4,93
	5,08
	5,12
	5,08
	4,94

	a=8
	 
	 
	0,85
	2,53
	3,61
	4,38
	4,93
	5,33
	5,61
	5,78
	5,85
	5,84

	a=9
	 
	 
	0
	2,13
	3,44
	4,38
	5,08
	5,61
	6
	6,28
	6,47
	6,56

	a=10
	 
	 
	-1,21
	1,59
	3,16
	4,28
	5,12
	5,78
	6,28
	6,67
	6,95
	7,15

	a=11
	 
	 
	-3,33
	0,89
	2,78
	4,09
	5,08
	5,85
	6,47
	6,95
	7,33
	7,62

	a=12
	 
	 
	 
	0
	2,28
	3,80
	4,94
	5,84
	6,56
	7,15
	7,62
	8


zu AB 5

Gleichgültig, welche der Lagen der Kreise man betrachtet, gilt folgendes:

Die 5 Kreise nehmen die Fläche  A = r2 + 4 r12  ein.

Die Diagonale des Quadrates hat die Länge 102; sie setzt sich zusammen aus je zweimal der Länge des Radius r und des Radius r1 sowie je zwei halben Diagonalen in den kleineren Quadraten in den Ecken; diese Strecken haben die Länge r12. Insgesamt gilt also:   

(*)  102 = 2r + 2r1 + 22r1

Aus dieser Bedingung kann man einen Term für r herleiten: r = 52 - r1 - 2r1

der in die o. a. Formel für A eingesetzt wird. Man erhält dann eine quadratische Funktion

A(r1) = [ (7+22)r12 - (20+102)r1 + 50 ]  

deren Graph eine nach oben geöffnete Parabel darstellt. Die größten Werte werden am rechten oder linken Rand der Definitionsmenge des Problems angenommen. Daher bestimmen wir diese Definitionsmenge.
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Extreme Lagen sind:

(1) der Kreis mit Radius r berührt die Quadratseiten, 
d.h. r = 5 cm. Zu r = 5 cm gehört ein Radius 
r1 = 5(3 - 22)  0,858 cm

(2) die vier Kreise in den Quadratecken berühren einander, d.h. r1 = 2,5 cm. Zu r1 = 2,5 cm gehört ein Radius 
r = 2,5 (2 - 1)  1,036 cm

d.h. die Definitionsmenge bzgl. der Variablen r1 ist:   
0,858  r1  2,5 

Die Funktionswerte an diesen Stellen sind: 

A(0,858)  87,79 cm2  bzw. A(2,5)  81,91 cm2 d. h. das Maximum wird bei Lage (1) angenommen.
Bleibt noch zu berechnen, welche Fläche bedeckt ist, wenn r = r1 ist. Dann gilt nach (*):  

r = 5(2-1)   2,071, also A(2,071)  67,38 cm2

zu AB 6

(a)

(1) Die Fläche des Kreises muss 0,5 F.E. betragen, d.h. für den Radius r  muss gelten: 

0,5 =   r2, also 
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(2) Für die Fläche des Viertelkreises gilt: 
0,5 = 0,25    r2, also  für den Radius gilt: 
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, d.h. er ist doppelt so groß wie in (1). 

(3) Das grau unterlegte Flächenstück setzt sich zusammen aus zwei rechtwinkligen Dreiecken, deren eine horizontale Kathete 0,5 Einheiten lang ist und deren Hypotenuse so lang ist wie der Radius des Kreises, und einem Kreisausschnitt (Sektor). 

Bezeichnen wir den Winkel zwischen horizontaler Kathete und Hypotenuse mit , so hat der Kreisausschnitt einen Mittelpunktswinkel von 180°-2.

Für die Flächeninhalte der drei Flächenstücke gilt dann:
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dabei bezeichnet h die vertikale Kathete der rechtwinkligen Dreiecke. Zwischen r und  besteht der „einfache“ Zusammenhang: cos = 0,5/r , sodass man r durch 0,5/cos ersetzen kann. Dann bleibt also die folgende Gleichung zu lösen:
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Dies kann numerisch geschehen, d.h. man setzt für  so lange Werte ein, bis man einen genügend guten Näherungswert für  gefunden hat, der die Gleichung erfüllt. Dann berech​net man hieraus den benötigten Radius r.

Statt den Winkel im Gradmaß zu bestimmen, kann man auch das Bogenmaß verwenden. Die o.  a. Gleichung verändert sich dann zu:
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, also zu

4(cos)2 = 2sincos +  - 2. Dazu sucht man z.B. die Nullstelle der Funktion 

f() = 4(cos)2 - 2sincos -  + 2

Man findet dann die Lösung   0,5397 (d.h.   30,92°) und hieraus r  0,583.
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(b)

Wir betrachten die nebenstehende Figur mit Radius r, Mittelpunktswinkel α, Sehne s, Höhe h des Kreisabschnitts und a  =  r – h  =  Abstand der Sehne vom Mittelpunkt des Kreises.

Dann gilt:
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und  
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also
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Beschreibt man den Winkel α im Bogenmaß, dann gilt:
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Wenn man also z. B. den oberen Kreisabschnitt eines gedrittelten Kreises bestimmen will, muss man die Gleichung  
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lösen, umgeformt:
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Mithilfe eines Computer-Algebra-Systems findet man so systematisch für verschiedene Kreisabschnitt-Unterteilungen die entsprechenden Werte für α. 

Unterteilt man allgemein die Kreisfläche in n gleich große Kreisstreifen, muss die Gleichung 
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gelöst werden, wobei k die Nummer des Kreisabschnitts angibt.

Hat man dann α bestimmt, dann kann man hieraus für einen vorgegebenen Radius die Höhe des zugehörigen Kreisabschnitts berechnen:  hk = r – a = r – r ∙ cos(α/2) und hieraus durch Differenzbildung die Höhe des gesuchten Streifens.
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Im räumlichen Fall benutzt man die Formeln für die Berechnung des Volumens von Kugel und Kugelkappe:
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und 
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wobei r der Radius der Kugel, h die Höhe der Kugelkappe und ρ der Radius des Kreises der Grundfläche der Kugelkappe sind. Bezeichnet man mit α den Öffnungswinkel der Kugelkappe (vom Mittelpunkt der Kugel aus gesehen), dann kann man wegen 
[image: image38.wmf]r

h

r

h

r

-

=

-

=

1

)

cos(

a

 die Höhe h der Kugelkappe durch  
 
h = r∙(1-cos(α))     beschreiben.

Damit ergibt sich 
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Wenn man z. B. die obere Kugelkappe einer gedrittelten Kugel bestimmen will, dann ist entsprechend die Gleichung
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zu lösen, also
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Auch hier findet man Lösungen für α mithilfe eines Computer-Algebra-Systems. Allgemein ist die Gleichung 
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zu lösen, wobei n die Anzahl der Schichten und k die Nummer der Schicht angibt.

Substituiert man z = cos(α) , dann ist also eine kubische Gleichung zu lösen:
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Für n = 3 und k = 1 findet man nur eine brauchbare Lösung, nämlich  z = 0,226, also α = 76,97° und damit ergibt sich für 
r = 10 cm die Höhe  h = 7,74 cm (obere Schicht); entsprechend für  n = 3 und k = 2 die Höhe  h = 4,52 cm (mittlere Schicht) und h = 7,74 cm für die untere Schicht.

Für n = 4 und k = 1 ist die brauchbare Lösung  z = 0,347, also α = 69,70° und damit für r = 10 cm die Höhe 
h = 6,53 cm (obere Schicht); hieraus ergibt sich weiter h = 3,47 cm für die zweite und dritte Schicht und wieder h = 6,53 cm für die untere Kugelschicht.
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